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Аналітично досліджені усталені режими руху системи, складеної зі збалан-
сованого ротора на ізотропних пружно-в’язких опорах, і вантажу (кулі, ролика, 
маятника), встановленого усередині ротора з можливістю відносного руху. При 
цьому маятник вільно насаджений на вал ротора, а куля чи ролик котяться без 
ковзання по кільцевій доріжці з центром на подовжній осі ротора. 
Описана фізико-математична модель системи. Записані диференціальні 
рівняння руху системи щодо системи координат, що обертається з постійною 
швидкістю обертання у безрозмірному вигляді. 
Знайдено всі усталені режими руху системи, в яких вантаж обертається 
з постійною кутовою швидкістю. В системі координат, що синхронно оберта-
ється з вантажем, ці рухи стаціонарні. 
Проведені теоретичні дослідження показують, що на усталених режимах 
руху: 
– за відсутністю сил опору в системі вантаж синхронно обертається з 
ротором; 
– за наявністю сил опору в системі вантаж відстає від ротора. 
Режими застрягання вантажу є однопараметричними сім’ями усталених 
рухів. Кожен режим застрягання характеризується відповідною частотою 
застрягання. 
В залежності від параметрів системи можуть існувати одна чи три 
можливі швидкості застрягання вантажу. Якщо на будь-якій швидкості обе-
ртання ротора існує тільки одна кутова швидкість застрягання вантажу, то 
відповідний режим руху (однопараметрична сім’я) глобально асимптотично 
стійкий. Якщо кількість швидкостей застрягання змінюється в залежності 
від кутової швидкості обертання ротора, то асимптотично стійкими є: 
– єдиний існуючий режим застрягання (глобально асимптотично стійкий, 
коли інших немає); 
– режими застрягання з найменшою і найбільшою швидкостями. 
Режим застрягання вантажу з найменшою кутовою швидкістю (близька 
до резонансної) можна використовувати для збудження резонансних коливань 
в вібраційних машинах. Найбільша частота застрягання вантажу близька до 
швидкості обертання ротора. Цей режим можна використовувати для збу-
дження нерезонансних коливань в вібраційних машинах 
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1. Вступ 
В [1] запропоновано використовувати у якості віброзбудників пасивні ав-
тобалансири – маятникові, кульові, роликові. Припускається, що новий спосіб 
застосовний для одно- і багатомасних вібромашин при різній кінематиці руху 
вібраційних платформ. В зв’язку з цим актуальною проблемою є обґрунтування 
роботоспроможності нового способу збудження вібрацій і розробка теорії но-
вих вібраційних машин. 
Використання відомого пристрою за новим призначенням можливе через 
те, що роторна машина з зазначеними автобалансирами може здійснювати різні 
усталені режими руху, що відповідають: 
– автобалансуванню чи синхронному обертанню вантажів разом з ротором [2]; 
– застряганню вантажів на резонансній швидкості обертання ротора (ви-
кликаному ефектом Зомерфельда) [3–12]; 
– параметричним і іншим коливанням вантажів [4, 13]. 
Тому належним вибором параметрів системи можна забезпечити збуджен-
ня резонансних коливань.  
Для створення чисто резонансних вібраційних машин треба, щоб ротор був 
збалансований, а вантажі застрягали на резонансній швидкості обертання рото-
ра. Найпростішим резонансним віброзбудником є один вантаж (маятник, куля, 
ролик), встановлений на зрівноважений ротор з можливістю руху центра мас 
вантажу по колу з центром на подовжній осі ротора. Актуально в рамках плос-
кої моделі такого віброзбудника аналітично знайти всі усталені режими руху і 
дослідити їх стійкість. Це важливо як для побудови аналітичної теорії нових ре-
зонансних вібраційних машин, так і для розробки ефективних методів дослі-
дження динаміки зазначених машин у випадках декількох вантажів, одно- і ба-
гатомасних вібромашин тощо. 
 
2. Аналіз літературних даних та постановка проблеми 
Найбільш повну інформацію про зародження, зникнення, умови існування 
і стійкість різних режимів руху динамічної системи надає біфуркаційна теорія. 
В роторних машинах, як правило, за біфуркаційний параметр приймається 
швидкість обертання ротора. 
На сьогодні найбільше аналітичних результатів отримано в рамках плоскої 
моделі збалансованого ротора на ізотропних пружно-в’язких опорах, що несе 
автобалансир з однаковими вантажами. Так, знайдені всі стаціонарні режими, 
на яких вантажі синхронно обертаються з ротором [2] чи відстають від рото-
ра [3], частково досліджена стійкість цих режимів. 
Слід відзначити, що найскладніше аналітично досліджувати стійкість устале-
них рухів, зокрема, сімей усталених рухів. Складнощі створює велика кількість 
ступенів вільності системи, істотна нелінійність задачі, відомі проблеми наближе-
них методів малого параметру, обчислювальних методів і експериментів тощо. 
Розглянемо недоліки і переваги деяких методів дослідження режимів за-
стрягання. 
В [4] дається аналітична постановка задачі про побудову нелінійної біфур-
каційної теорії для розглядуваної системи. Але біфуркаційний аналіз прово-
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диться числовими методами, у випадку двох вантажів. В результаті, при конк-
ретних параметрах системи виявлено, що разом зі стаціонарними рухами у сис-
теми існують граничні цикли і хаотичні рухи. Перевагою числових методів бі-
фуркаційного аналізу є можливість виявлення всіх можливих режимів руху си-
стеми і оцінки їх стійкості. При цьому частоти застрягання вантажів визнача-
ються точно. Недоліком є частний характер отриманих результатів (для конкре-
тних числових значень параметрів системи), значні труднощі у застосуванні 
метода із збільшенням кількості вантажів тощо. 
В [5] експериментально були виявлені режими застрягання маятників в си-
стемі ротор-маятниковий автобалансир. В цих режимах маятники зібрані разом, 
не можуть розігнатися і застряють на одній з резонансних швидкостей обертан-
ня ротора. В [6] експериментально досліджено явище застрягання маятника, ві-
льно насадженого на вал електродвигуна. Було встановлено, що маятник за-
стряє на одній з власних частот коливань системи. Перевагою натурних експе-
риментів є те, що експерименти дозволяють виявляти стійкі усталені рухи (що 
реалізуються на практики). Недоліки полягають у тому, що якщо у системи де-
кілька одночасно стійких усталених рухів, то рух, який з часом почне здійсню-
вати система істотно залежить від початкових умов. Тому за результатами екс-
периментів важко оцінювати області стійкості різних режимів руху системи. 
Також отримані результати мають частний характер (для конкретної машини). 
Натурні експерименти трудомісткі і для проведення потребують великих ресу-
рсів, не дозволяють з великою точністю знаходити частоти застрягання ванта-
жів, відносні положення вантажів щодо ротора тощо. 
Режими застрягання вантажів досліджувалися моделюванням динаміки си-
стеми на ПЕОМ: 
– для ротора на ізотропних опорах, що здійснює просторовий рух і балан-
сується одним чи двома двохмаятниковими авто балансирами [7]; 
– для ротора на анізотропних опорах, що здійснює плоский рух і статично 
балансується двохкульовим автобалансиром [8]; 
– ротора, встановленого на ізотропних опорах на платформу, що рухається 
прямолінійно поступально, при балансуванні ротора двохкульовим автобалан-
сиром [9].  
Моделювання динаміки машини на ПЕОМ найменш трудомісткий метод до-
сліджень, дозволяє виявляти стійкі режими руху, знаходити більш точно швидко-
сті застрягання вантажів. Але одержані результати носять частний характер. Мо-
делюванням важко визначати межі стійкості різних одночасно стійких режимів 
руху системи, бо рух, що з часом встановиться залежить від початкових умов. 
Найбільш загальні результати дають аналітичні методи досліджень. Режими 
застрягання вантажів аналітично досліджувалися наближеними методами для: 
– ротора на ізотропних опорах, що здійснює просторовий рух і статично 
балансується двокульовим автобалансиром, з застосуванням теорії синхроніза-
ції механічних систем [10]; 
– ротора на ізотропних опорах, що здійснює плоский рух і балансується 
двохкульовим автобалансиром, з застосуванням модіфікованого методу гармо-
нічного балансу (modified incremental harmonic balance method) [11]; 
Н
е є
 е
ре
ви
да
нн
ям
– ротора на ізотропних опорах, що здійснює плоский рух і балансується 
двохкульовим автобалансиром, з застосуванням теорії граничних циклів (Limit-
Cycle Analysis) [12]. 
В [10–12] встановлено, що вантажі застряють на одній з резонансних шви-
дкостей обертання ротора, наближено знайдені границі областей стійкості ре-
жимів застрягання. До переваг аналітичних наближених методів відноситься 
загальність одержаних результатів, можливість отримання аналітичних резуль-
татів. До недоліків наближених методів відноситься асимптотичний характер 
розв’язків, складність застосування методів у випадку багатьох вантажів. До 
того ж методи не дають точну постановку задачі про визначення частот і режи-
мів застрягання вантажів. Тому ними аналітично вивчені тільки ті режими за-
стрягання, у яких вантажі зібрані разом (про існування яких було відомо). 
В [3] режими застрягання вантажів аналітично досліджувалися у точній 
постановці задачі для зрівноваженого ротора на ізотропних опорах, що здійс-
нює плоский рух і балансується автобалансиром з багатьма однаковими ванта-
жами. Застосовувалися елементи біфуркаційного аналізу шляхом пошуку всіх 
можливих режимів застрягання, визначення умов їх існування, зародження і 
зникнення. В результаті досліджень виявлено, що: 
– у системи існують і інші режими застрягання, у яких вантажі не зібрані 
разом; 
– кожен режим застрягання характеризує певна конфігурація вантажів що-
до ротора, яка змінюється із зміною швидкості обертання ротора; 
– кожній конфігурації вантажів відповідають одна чи три можливі частоти 
застрягання вантажів; 
– у випадку трьох можливих частот застрягання вантажів дві близькі до ре-
зонансної швидкості, а одна – до швидкості обертання ротора. 
Отже, тільки точна постановка задачі і точне її розв’язання дозволяють ви-
явити і дослідити всі теоретично можливі режими застрягання, знайти біфурка-
ційні значення швидкості обертання ротора, при переході яких режими застря-
гання набувають чи втрачають стійкість, зароджуються чи зникають. 
Зазначимо, що у розглядуваної в [3] системи були виявлені і досліджені у 
точній постановці усталені рухи, у яких вантажі синхронно обертаються з рото-
ром [2]. Через існування великої кількості усталених рухів важко дослідити їх 
стійкість і побудувати повну біфуркаційну діаграму. З іншого боку, у випадку 
одного вантажу отримується повноцінний віброзбудник найпростішої констру-
кції. При цьому задача дослідження стійкості рухів значно спрощується. 
З’являється можливість як розв’язання задачі, так і напрацювання підходів і ме-
тодик, застосовних для випадку багатьох вантажів. 
 
3. Мета і завдання дослідження 
Метою дослідження є пошук і оцінка стійкості всіх усталених режимів ру-
ху системи, складеної з ротора на ізотропних пружно-в'язких опорах і вантажу 
(маятника, кулі чи ролика), встановленого в роторі з можливістю відносного 
руху. Це дозволить з’ясувати, як використовувати подібні вантажі в вібрацій-
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них машинах для збудження резонансних коливань, наддасть методи і підходи 
досліджень, придатні для випадку багатьох вантажів. 
Для досягнення мети були поставлені такі завдання: 
– знайти всі усталені режими руху зазначеної системи, умови їх зароджен-
ня, існування і зникнення; 
– аналітично дослідити стійкість усталених режимів руху; 
– доповнити результати аналітичних досліджень обчислювальним експе-
риментом. 
 
4. Методи пошуку всіх можливих стаціонарних режимів руху системи 
Для побудови механіко-математичної моделі системи ротор-вантаж вико-
ристовуються результати роботи [3], елементи класичної механіки [14], теорій 
збурень [15] і біфуркацій рухів [16]. 
Диференціальні рівняння руху системи записуються щодо системи коорди-
нат, що обертається з постійною кутовою швидкістю. У такій системі координат: 
– рух механічної системи описується системою звичайних нелінійних ав-
тономних диференціальних рівнянь; 
– всі усталені режими є стаціонарними рухами за умови, що швидкість 
обертання рухомої системи координат збігається з кутовою швидкістю обер-
тання вантажу. 
Пошук всіх можливих стаціонарних режимів руху системи зводиться до 
вирішення нелінійної системи алгебраїчних рівнянь. При цьому одночасно ро-
зшукуються всі можливі частоти обертання вантажу (кутові швидкості обер-
тання рухомої системи координат), положення вантажу щодо обертової систе-
ми координат, відповідні відхилення ротора. 
Для вирішення системи нелінійних алгебраїчних рівнянь буде використо-
вуватися метод розкладання коренів рівнянь за ступенями малого парамет-
ра [16]. При цьому будуть розглядатися різні співвідношення малості між пара-
метрами системи. 
За біфуркаційний параметр буде прийнята кутова швидкість обертання ро-
тора. Режими застрягання вантажу будуть розшукуватися в залежності від ку-
тової швидкості обертання ротора. Виникнення і зникнення різних режимів за-
стрягання буде вивчатися з точки зору теорії біфуркацій рухів [16]. 
Дослідження стійкості стаціонарних рухів буде проведено за першим ме-
тодом Ляпунова [16]. 
Одержані результати теоретичних досліджень будуть доповнені і переві-
рені обчислювальним експериментом. 
 
5. Режими застрягання вантажів в автобалансирі – плоска модель ро-
тора на ізотропних опорах 
5. 1. Механіко-математична модель системи 
5. 1. 1. Опис механіко-математичної моделі системи 
Для дослідження динаміки системи прийнята плоска модель системи [3]. У 
її рамках ротор – симетричний плоский диск маси М, насаджений на абсолютно 
жорсткий вал, перпендикулярний його площині (рис. 1). Ротор розташований 
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вертикально, рухається плоскопаралельно у горизонтальній площині, і оберта-
ється зі сталою кутовою швидкістю . У випадку кулі (ролика) (рис. 1, б) куля 
(ролик) котиться без ковзання по кільцевій доріжці. Маса кулі (ролика) m, раді-
ус R, відстань від осі вала до центра кулі (ролика) l. У випадку маятника 
(рис. 1, в) на вал ротора насаджений маятник, маса якого m, фізична довжина l і 
головний центральний осьовий момент інерції IC.  
 
  
а       б 
 
 
в 
 
Рис. 1. Плоска модель системи: а – ротор на ізотропних пружно-в’язких опорах; 
б – кінематика руху ротора і кулі чи ролика; в – кінематика руху маятника 
 
При нерухомому роторі вал суміщений з віссю обертання. У процесі руху 
вал – точка O, відхиляється від осі обертання, точки K, і на нього починають ді-
яти оновлююча сила, і сила в’язкого опору середовища. Коефіцієнти жорсткості 
і демпфірування в опорах вала – c, .b  
Для опису руху системи використовуємо наступні системи осей: 
– O – права система нерухомих прямокутних осей; 
– OXY – права система рухомих прямокутних осей, що обертається навколо 
оси обертання (точки K) зі сталою кутовою швидкістю ; 
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– OXOYO – права система рухомих прямокутних осей, що починається у 
центрі диска і паралельна системі осей OXY. 
Кут повороту системи осей OXY навколо точки K дорівнює t, де t – час. 
Кут повороту ротора t. Положення вантажу визначається відносно системи 
осей OXOYO кутом α. При русі кулі (ролика) по доріжці на неї діє сила в’язкого 
опору   ,    l  де   – коефіцієнт сил в’язкого опору, і    l  – 
швидкість руху центра кулі (ролика) по доріжці відносно ротора. При повороті 
маятника навколо вала на нього діє момент сили в’язкого опору 
 2 ,    l  де   – коефіцієнт сил в’язкого опору,       – кутова 
швидкість обертання маятника навколо вала (ротора) і штрих за величиною 
означає похідну за часом.  
Для розглядуваної системи 
 
,  M M m  
 
0 / .  c M                    (1) 
 
де M – маса системи, 0 – резонансна швидкість обертання ротора. 
 
5. 1. 2. Диференціальні рівняння руху системи у безрозмірному вигля-
ді, рівняння стаціонарних рухів 
Диференціальні рівняння руху системи у безрозмірному вигляді: 
 
 
 
2
2
2
cos sin 0,
         
         
 
vL v u v b v u v
                (2) 
 
де введені безрозмірні час, змінні і параметри 
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0 ,     0 , b b M   ,  m M                (3) 
 
точка над величиною позначає похідну за безрозмірним часом і для кулі, роли-
ка чи маятника, відповідно 
 
7
,
5
   
3
,
2
    21 / .   CI ml                 (4) 
 
Зауважимо, що для математичного маятника 0,CI  1.   
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На стаціонарних усталених рухах безрозмірні узагальнені координати є 
сталими: , , const. u v  Підставляючи це в (2), одержимо 
 
     0 2 sin cos 0,         L n u v  
 
   0 2 21 cos ,       uL u b v  
 
   0 2 21 sin .       vL v b u                 (5) 
 
– систему алгебраїчних рівнянь для пошуку стаціонарних рухів. 
 
5. 2. Пошук стаціонарних рухів системи, на яких вантаж синхронно 
обертається з ротором 
При синхронному обертанні вантажу з ротором n і рівняння (5) прийма-
ють вигляд 
 
   0 2 sin cos 0,    L n u v  
 
   0 2 21 cos ,     uL u n bnv n  
 
   0 2 21 sin .     vL n v bnu n                 (6) 
 
З другого і третього рівнянь (6) знаходимо 
 
 22
2 2 2 2
1 cos sin
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           (7) 
 
Підставляємо це в перше рівняння в (6), одержуємо 
 
3
2 2 2 2
0.
( 1)


 
bn
n b n
                  (8) 
 
З (8) випливає, що при наявності сил опору в опорах не існує стаціонарних 
рухів, на яких вантаж обертається синхронно з ротором. 
При відсутності сил опору в опорах b=0 і рівняння (8) виконується автома-
тично, а рівняння (7) приймають вигляд 
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Рівняння (9) визначають однопараметричну сім’ю стаціонарних рухів, де 
кут   – параметр. Видно, що на дорезонансних швидкостях обертання ротора 
центр мас ротора відхилений в бік центру мас вантажу, а на зарезонансних 
швидкостях – у протилежний бік. 
 
5. 3. Пошук режимів застрягання вантажів 
5. 3. 1. Загальна послідовність розв’язання задачі 
Введемо кут   між вектором KO  (вектором переміщення ротора) і віссю 
X. Тоді 
 
cos / ,  u sin / ,  v 2 2 ,  u v             (10) 
 
і рівняння усталених рухів (5) перетворюються до вигляду: 
 
   0 2 sin 0,        L n  
 
     0 0 2 2 21 cos 0,        u vuL vL  
 
   0 0 2 2 sin 0,      u vuL vL b               (11) 
 
де 
 
.                      (12) 
 
Одержана система трьох нелінійних алгебраїчних рівнянь відносно трьох 
невідомих ,  , .  
Розв’яжемо систему рівнянь (12). Подаємо її у вигляді 
 
2 sin ,

    
b
 
 2 2
2
1
cos ,
 
   

  2sin .

    

n           (13) 
 
З першого і третього рівнянь знаходимо 
 
   2 2 .
  
       
 
n n
b b
              (14) 
 
З (14) випливає, що вантаж може тільки відставати від ротора (<n). Тоді з 
першого рівняння в (13) випливає, що sin 0,   і тому  , 0 .    
Використовуючи перше і друге рівняння в (13) введемо кут 
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2sin
arctan arctan ,
cos 1
   
          
b
 / 2, / 2 .              (15) 
 
Тоді, знаходимо  ,0 :    
 
, 0;
, 0.
  
  
    
                 (16) 
 
Використовуємо тотожність 
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Підставляємо у це рівняння 2  з (14), одержимо 
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Це рівняння може бути задоволене у таких двох випадках: 
1) 0 n  – вантаж синхронно обертається з ротором; 
2)  
 
 
2
2
3 5 2
1
.
   
     
 
n n
b b
 – вантаж відстає від ротора. 
Вище встановлено, що при наявності демпфування в опорах режими руху, 
у яких вантаж обертається синхронно з ротором не існують. Надалі шукаємо 
режими застрягання вантажу. 
Другий випадок дає наступне рівняння 
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2
5 2 2 2
5 4 3 2
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1
0,
           
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          
P n b
a a a a a a
               (17) 
 
де 
 
,   b  
 
0 1 ,  a  1 , a n   22 2 ,  a b   23 2 , a n b  4 1,a  5 . a n            (18) 
 
З (17) знаходимо частоти ,i  на яких можливе застрягання вантажу. Потім, 
з рівняння (14) знаходимо 
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   .     n b                (19) 
 
Потім, з (15), (16) знаходимо 
 
, 0;
, 0,
  
  
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2
arctan .
1
 
     
b
             (20) 
 
Із (12) знаходимо: 
 
.                      (21) 
 
З (10) знаходимо 
 
cos , sin .     u v                 (22) 
 
Величини (19)–(22) обчислюються для конкретної частоти застрягання ва-
нтажу і при конкретному (будь-якому) значенні параметра . Знайдені безроз-
мірні координати і кут можна використовувати як початкові умови в обчислю-
вальному експерименті. Такі початкові умови (рух починається з певного ре-
жиму застрягання) дозволять дослідити стійкість режиму застрягання у малому 
(за Ляпуновим) – при малих відхиленнях збуреного руху від режиму застряган-
ня, стійкість якого досліджується. 
 
5. 3. 2. Дослідження кількості і умов існування режимів застрягання 
вантажу. 
Розглядаємо безрозмірну кутову швидкість обертання ротора n як біфурка-
ційний параметр. Розглядаємо зміну n від 0 до +. Зі зміною n будуть змінюва-
тися корні рівняння (17). Будемо шукати дійсні корні і характерні кутові швид-
кості обертання ротора (біфуркаційні точки), у яких зароджуються чи зникають 
різні режими застрягання. 
З (17) видно, що  0 0,   P  ( ) 0.  n P  Тому всі дійсні корні по-
лінома лежать в інтервалі (0,n), причому в цьому інтервалі завжди є один корінь. 
Із теореми Декарта (привила знаків Декарта) випливає, що у полінома (17) 
можуть існувати: 
– 2 b  – 1 чи 3 дійних кореня; 
– 2 b  – 1, 3 чи 5 дійних коренів. 
Оскільки знайти корні полінома п’ятого степені важко, то розв’яжемо за-
дачу параметрично. За параметр приймемо частоту застрягання вантажу. Тоді 
розв’язок рівняння (17) у параметричному вигляді має вигляд 
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             (23) 
 
На рис. 2 у площині (n, ) побудований графік функції n() при різному 
співвідношенні малості між параметрами  і b. 
 
 
 
Рис. 2. Залежність кількості і умов існування частот застрягання вантажу від 
співвідношень малості між параметрами  і b:– –  – ~1, b<<1;–  – – b~1 ();  
– ––– <<1, b<<1 
 
 
З рис. 2 видно, що коли ~1, b<<1 чи <<1, b<<1 у системи, в залежності 
від швидкості обертання ротора, існує одна чи три можливі частоти застрягання 
вантажу. При b~1 у системи існує єдина можлива частота застрягання вантажу, 
що близька до швидкості обертання ротора. 
Надалі будемо розглядати випадок малих сил в’язкого опору в опорах. 
Введемо для цього випадку три характерні швидкості обертання ротора. При їх 
переході змінюється кількість чи властивості можливих частот застрягання ван-
тажу. При цьому 1 2 31  n n n  і на швидкостях обертання ротора: 
– менших 1n   10 , n n  існує єдина частота застрягання вантажу 1, при-
чому 0<1<1; 
– що перевищують 1,n  але менші за 2n   1 2 , n n n  існують три частоти 
застрягання вантажу 1, 2, 3, такі, що 0<1<1<2<3<n; 
– що перевищують 2 ,n  але менші за 3n   2 3 , n n n  існують три частоти 
застрягання вантажу 1, 2, 3, такі, що 1<1<2<<3<n; 
– що перевищують 3n   3 ,n n  існує єдина частота застрягання вантажу 3, 
така, що 1<<3<n. 
На рис. 3 показана нумерація частот застрягання, характерні швидкості. 
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Рис. 3. Типові графіки залежностей можливих кутових швидкостей застрягання 
вантажу від швидкості обертання ротора [3]: а – загальний вид; б – в околі харак-
терної кутової швидкості n1; в – в околі характерних кутових швидкостей n2, n3 
 
Характерні швидкості обертання ротора n1, n3 є точками біфуркацій. В то-
чці n2 зароджуються режими застрягання 2 і 3, а в точці n3 – зникають режими 
застрягання 1 і 2. За теорією біфуркацій рухів різні режими застрягання мо-
жуть набувати чи втрачати стійкість тільки при переході через точки біфурка-
цій рухів [16]. 
 
5. 3. 3. Пошук характерних швидкостей обертання ротора і критичних 
частот застрягання вантажу. 
Характерну швидкість n2, знаходимо з умови, що у полінома (17) 
з’являється корінь =1: 
 
    21 1 0.    P n b  
 
Звідки знаходимо 
 
2 2
1 1.
 
   

n
b b
                (24) 
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У критичних випадках частоти зливаються і тому стають кратними. Тому у 
полінома (17) і його похідної по ν з'являються кратні корні: 
 
  4 3 2
0 1 2 3 4
d
5 4 3 2 0.
d

         

P
a a a a a  
 
Звідси знаходимо швидкість обертання ротора n як функцію частоти за-
стрягання вантажу ν: 
 
 
   
 
4 2 2
2 2
5 1 3 2 1
.
2 2 1
      
 
     
b
n
b
                (25) 
 
Підставляємо (25) в (17). Після перетворень одержуємо 
 
 
    
   
 
8 2 6
2 2 4 2 2
2 2
1 2 2 3
6 5 4 2 2 1
.
2 2 1
        
            
     
b
b b b
P
b
 
 
Звідси одержуємо наступне рівняння для пошуку критичних (кратних) час-
тот застрягання вантажу 
 
      
   
8 2 6
2 2 4 2 2
1 2 2 3
6 5 4 2 2 1 0.
          
            
F b
b b b
               (26) 
 
Порядок пошуку критичних частот застрягання вантажу і відповідних ха-
рактерних швидкостей обертання ротора: 
1) шукаємо корінь поліному (26) у вигляді усіченого ряду за степенями ма-
лого параметра; 
2) знайдене розкладання підставляємо в (25), а одержаний вираз розклада-
ємо за степенями малого параметра, і в результаті одержуємо відповідну харак-
терну швидкість у вигляді усіченого ряду; 
3) перевіряємо, чи не була втрачена точність при використанні замість ко-
реня поліному (26) усіченого ряду. 
З (26) видно, що  n   непарна функція. З (25) видно, що якщо  є коре-
ням рівняння (26), то і  є кореням цього рівняння. Тому надалі шукатимемо 
тільки додатні критичні частоти застрягання вантажів. При цьому швидкість 
обертання ротора буде додатною. 
Нульове наближення. При 0, b=0 одержуємо наступне рівняння для по-
шуку критичних частот застрягання вантажів у нульовому наближені 
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     
4 4
0 1 1 .     F  
 
Отже, у нульовому наближені 
 
   0 0
1 4 5 81, 1.                         (27) 
 
Знайдемо характерні швидкості у нульовому наближенні. З (25) при 0, 
b=0 одержуємо наступне рівняння для пошуку характерних швидкостей у ну-
льовому наближені 
 
   
  
 
 2 2 20
2
1 5 1 5 1
,
44 1
     
  
  
n  
   01 4 1 1. n               (28) 
 
Наступні наближення. Для визначення співвідношень малості між параме-
трами знайдемо 
 
   2 21 3 .  F b b  
 
Щоб у розкладаннях врахувати як b, так і , вважатимемо, що 
 
 2 21, ~ , ~1 .    b b b X                  (29) 
 
Шукаємо критичні частоти застрягання вантажу у вигляді  
 
   2/3 2/31 .   
c
i i b                    (30) 
 
Підставляємо (30) в (26). Підставляємо в одержаний вираз (29). Збираємо 
коефіцієнти при найнижчому степені b одержуємо 
 
     32/3 2/38/3 : 8 2 0.     i ib  
 
Звідси одержуємо такі два дійсних розв’язки 
 
     2/3 2/323 32,3 1,22 2 , 0.      b                 (31) 
 
Зауважимо, що більша величина відповідає зародженню режимів 2 і 3, а 
менша – зникненню режимів 1 і 2. Це враховано у нових нижніх індексах. 
Продовжуючи такий алгоритм знаходимо першу кратну частоту застряган-
ня з точністю до величин другого порядку малості включно: 
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       
   
2/3 4/3 22/3 4/3 2
2,3 2,3 2,3 2,3
2 2 2 2
3 3
1
2 72
1 .
2 6 24
        
   
   
 
с
b b b
b b b b                (32) 
 
 41 1   n n  
 
Підставляємо (32) в (25). Підставляємо в одержаний вираз (29). Одержане 
розкладаємо в ряд за степенями b, одержуємо відповідну характерну швидкість 
обертання ротора 
 
   
 
22
2 23 3
1 2
2 4
23 3
53 14 18 13 2
1 4
4 8 48
83 2 53 7
1 4 .
4 8 48 24 48
    
     
 
 
       
 
b
n b b
b
b b
b
            (33) 
 
Перша характерна швидкість обертання ротора визначена з точністю до 
величин другого порядку малості включно. Можна перевірити, що при цьому 
точність визначення характерної швидкості не втрачена. 
Аналогічно знаходимо другу кратну частоту застрягання вантажу з точніс-
тю до величин четвертого порядку малості включно: 
 
( ) (2) 2 (4) 4 2
1,2
3 2 2 3
4
3
3
1 1
8
18 15 6
.
64
 
       

     


c bb b b
b b b
b
                (34) 
 
Підставляємо (34) в (25). Підставляємо в одержаний вираз (29). Одержане 
розкладаємо в ряд за степенями b, одержуємо відповідну характерну швидкість 
обертання ротора 
 
 
 
 
 
5 4 3
2 2
2 4
3 3
5 4 2 3 4
2
2
2 2 6 8 10
2 3 2
999 1332 900
3 1 378 93 10
1
16 256 1 5
999 1332 900
3 378 93 10
1 .
16 256 5
     
 
        
     
   
      
        
   
   
n b b
b b
b
b b b b
b b
            (35) 
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Третя характерна швидкість обертання ротора визначена з точністю до ве-
личин четвертого порядку малості включно. Можна перевірити, що при цьому 
точність визначення характерної швидкості не втрачена. 
 
5. 3. 4. Пошук швидкостей застрягання вантажу. 
В табл. 1. наведені формули, призначені для наближеного обчислення частот 
застрягання вантажу при різних співвідношеннях малості між параметрами систе-
ми. Ці формули одержані з використанням результатів, одержаних в роботі [3]. 
 
Таблиця 1 
Залежність безрозмірних частот застрягання вантажу i від швидкості обертан-
ня ротора (n) і співвідношень малості між параметрами системи 
№ 
п/п 
Співвідношення малості 
між параметрами 
Частоти застрягання вантажу – розкладання 
коренів полінома (39) 
1 n<<1  
2 n>>1 
 2
3
2 1 / 2
1
 
  
 
bn
n
 
3 n>1, |n1|~1, <<0, h<<0 
 
 
1/2 2
4 31
1 ,
2 1 8 1
 
  
 
n
n n
 
 
 
5
3 2
2 1

  

k n
n
n
 
4 1n n :  
31 ~ , , ~   n h  
3
1
1
1 4 1 ,
4 3
 
      
w
  
3
2/3
1
1 4 1 2 ,
2 3
 
      
w
w   
 
3
14
1
3 4

 

n
w  
5 2
n n : n~1/2, h~, ~1 – 
параметр 
2
2
9
1 ,
16 4

     
b
n
b
  
3
2
1/2
3
1 96 81 64 ,
8 32
      

b
b   
3
2
1

  
 
n
n
 
 
В табл. 1  це безрозмірна додатна величина, що набагато менше 1 
(0<<<1). Вона введена для визначення співвідношень малості між параметра-
ми системи. 
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5. 4. Дослідження стійкості режимів застрягання 
5. 4. 1. Лінеаризація диференціальних рівнянь руху в околі стаціонар-
ного руху 
Введемо збурений рух 
 
,     ,  u u ,  v v  , , 1.               (36) 
 
Тоді 
 
,   , u ; v ,   , u ; v , , , , , 1.   
 
і з точністю до величин першого порядку малості включно 
 
 
   
(1) 2
2 2
cos sin
2 sin 2 cos 0,
         
              
L u v
 
 
 
 
(1) 2
2
2
sin 2 cos sin ,
            
         
uL b
 
 
 
 
(1) 2
2
2
cos 2 sin cos .
         
         
vL b
                (37) 
 
Використовуючи (10) і (12) перетворюємо 
 
 
 
cos sin cos cos sin sin
cos cos .
          
      
u v
           (38) 
 
З (13) і (14) знаходимо 
 
   
 
 
 
2 2 2
2
2 2 3
1 1 1
cos .
      
         
   
n n
b b
          (39) 
 
З (17) отримуємо 
 
   
2
5 2 2 21        
 
n b .              (40) 
 
Тоді 
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 
 
 
 
 
 
2 2
2
5 2 2 2
3 3
2 2
2
2 2 2
1 1
cos 1
1
.
1
                 
  
  
 
   
n b
b b
b
            (41) 
 
Остаточно одержуємо 
 
 
 
 
 
4 2
(1) 2
2
2 2 2
2
1
2 sin
1
2 cos 0,
  
              
   
       
L
b  
 
   (1) 2 22 sin 2 cos sin ,                      uL b  
 
 
 
(1) 2
2
2
cos 2 sin cos
         
         
vL b
                (42) 
 
– диференціальні рівняння першого наближення. 
 
5. 4. 2. Характеристичне рівняння і умови стійкості 
Характеристичне рівняння системи (42) у вигляді визначнику має вигляд 
 
11 12 13
21 22 23
31 32 33
, 
a a a
a a a
a a a
                   (43) 
 
де 
 
2
11 ,     a z   
 
 
 
4 2
2
2 2 2
1
,
1
  

   
z
b
  
 
 2 212 sin 2 cos 0,         a  
 
 2 213 2 sin cos 0,        a  
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2 2
21 ( sin 2 cos sin ),         a  
 
2 2
31 ( cos 2 sin cos ),         a  
 
2 2
22 33 1 ,       a a b  
 
 32 23 2 .     a a b                   (44) 
 
З (43), (44) одержуємо таке характеристичне рівняння у вигляді поліному 
 
   5 4 3 20 1 2 3 4 5 ,            D b b b b b b               (45) 
 
де 
 
 0 11 , 2 ,       b b b  
 
    22 1 2 2 ,         b z b b  
 
    2 2 23 2 1 2 ,          b b z b b  
 
   
    
2
2 2 2 2
4
2 2 2 2
1 2 1
2 1 6 ,
         
         
b b b
b z
 
 
   
    
   
2
2 2 2 2 4
5
2
2 2 2 2 4
2
2 2 2
1 2 1 3
1 2 1 3
1 ,
                 
              
       
 
b b b z
b z
F b
              (46) 
 
Зауважимо, що наявність одного нульового кореня у полінома (45) 
пов’язане з тим, що вивчається стійкість однопараметричної сім’ї усталених 
рухів, а не з тим, що цей випадок критичний [16]. 
Відповідно до критерію Рауса-Гурвіца умови асимптотичної стійкості 
(від’ємності дійсних частин ненульових коренів характеристичного рівняння 
(45)) мають вигляд [16]: 
 
0, / 0,5/, ib i 2 3 40, 0, 0,       
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b b b
b b b
b b
1 3 5
0 2 4
4
1 3 5
0 2 4
0
0
0.
0
0
  
b b b
b b b
b b b
b b b
            (47) 
 
Зауважимо, що в коефіцієнти (46) полінома і в умови стійкості (47) не вхо-
дить кут ,  який є параметром, що виділяє з однопараметричної сім’ї устале-
них рухів певний рух. Тому (47) є умовами стійкості (нестійкості) всієї однопа-
раметричної сім’ї рухів. 
Розглянемо необхідну умову стійкості 5 0.b  Вона буде виконуватися тоді 
і тільки тоді, коли   0. F  Оскільки    0 1 0, 0,   F F  то: 
 
 1 2 3 1 2 3, , 0, ( ) 0, ( ) 0.        F F F                (48) 
 
Тому режими застрягання 1, 3 можуть бути локально асимптотично стій-
кими в області власного існування, а режим застрягання 2 нестійкий. Оскільки 
в критичних випадках 5b  приймає нульове значення, то це можливо критичні 
випадки одного нульового кореня і характер втрати стійкості – аперіодичне 
віддалення від незбуреного руху. Якщо всі інші умови стійкості будуть викону-
ватися, то буде одержана повна біфуркаційна діаграма усталених рухів, бо умо-
ви стійкості не наддадуть інших біфуркаційних точок [16]. 
 
5. 5. Обчислювальний експеримент 
Обчислення проводяться для наступних значень коефіцієнтів безрозмірних 
диференціальних рівнянь руху (2): 
 
0.1; 0.01; 0,01; 0.1.         b b  
 
В табл. 2 наведені характерні швидкості обертання ротора і відповідні кра-
тні швидкості застрягання вантажів, розраховані за точними і наближеними фо-
рмулами. 
Найбільшу похибку у 2 % дають формули (32) і (33) при обчислені набли-
жених значень величин ( )2,3
c
 і n1. 
Обчислення показали, що якщо b5>0, то всі інші умови стійкості (47) вико-
нуються автоматично. 
Диференціальні рівняння руху (2) були записані у нормальній формі і зін-
тегровані при різних початкових умовах і різних швидкостях обертання ротора. 
Стійкість чи нестійкість режимів застрягання в околі характерної швидко-
сті n1 ілюструє рис. 4. 
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Таблиця 2 
Характерні (біфуркаційні) швидкості обертання ротора і критичні швидкості 
застрягання вантажів 
№ Величина Точне значення Наближене значення 
1 
(кр)
2,3  1.433660015274 1.45140137439 
2 n1 1.967573850609 1.928132631101 
3 1  1 
4 n2 11 
5 
(кр)
1,2  1.003905905625 1.003905564063 
6 n3 11.060410678753 11.60936877604 
 
  
 а    б\ 
 
  
 в    г 
Рис. 4. Стійкість чи нестійкість режимів застрягання в околі характерної швид-
кості n1 (n=1.968; 1=0.889382; 2=1.4221015; 3=1.4455905): а – локальна асим-
птотична стійкість режиму застрягання 1 при розгоні вантажу; б – нестійкість 
режиму застрягання 2 і перехід системи до режиму застрягання 1 (початкова 
швидкість обертання вантажу дещо менша 2); в – нестійкість режиму застря-
гання 2 і перехід системи до режиму застрягання 3 (початкова швидкість обе-
ртання вантажу дещо більша 2); г – локальна асимптотична стійкість режиму 
застрягання 3 при падінні швидкості обертання вантажу, початково розігнано-
го до швидкості обертання ротора 
 
Стійкість чи нестійкість режимів застрягання в околі характерної швидко-
сті n3 ілюструє рис. 5. 
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Рис. 5. Стійкість чи нестійкість режимів застрягання в околі характерної швид-
кості n2 (n=11.06; 1=1.003582; 2=1.00423; 3=10.03625): а – локальна асимпто-
тична стійкість режиму застрягання 1 коли початкова швидкість обертання ва-
нтажу дещо менша 1; б – нестійкість режиму застрягання 2 і перехід системи 
до режиму застрягання 1 (початкова швидкість обертання вантажу дещо мен-
ша 2); в – нестійкість режиму застрягання 2 і перехід системи до режиму за-
стрягання 3 (початкова швидкість обертання вантажу дещо більша 2); г – ло-
кальна асимптотична стійкість режиму застрягання 3 навіть при розгоні ван-
тажу (через малу область притягання режиму 1) 
 
Експерименти показали наступне: 
1) в діапазоні кутових швидкостей обертання ротора (0, n1) режим застря-
гання 1 глобально асимптотично стійкий; 
2) в діапазоні кутових швидкостей обертання ротора (n1, n3) режими за-
стрягання 1, 3 локально асимптотично стійкі, причому: 
– із наближенням швидкості обертання ротора до n3 область притягання 
режиму застрягання 1 зменшується, а 3 – збільшується; 
– при розгоні початково нерухомого вантажу він застряє на частоті 1, як-
що 0<n<6.2, і застряє на частоті 3, якщо n>6.3; 
3) в діапазоні кутових швидкостей обертання ротора (n3, +) режим за-
стрягання 3 глобально асимптотично стійкий; 
4) режим застрягання 2 нестійкій; 
5) інші усталені режими руху не виявлені. 
Оскільки інших усталених режимів руху системи не виявлено, то для розг-
лядуваної системи можна побудувати повну біфуркаційну діаграму, у який за 
біфуркаційний параметр обрана швидкість обертання ротора. Таку діаграму 
можна подати у вигляді графіків, зображених на рис. 3. 
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6. Обговорення одержаних результатів з дослідження усталених рухів 
системи 
Проведені теоретичні дослідження показують, що у системи ротор-вантаж 
існують усталені режими руху, на яких центр мас вантажу обертається навколо 
подовжньої осі ротора зі сталою кутовою швидкістю. В системі координат, що 
синхронно обертається з вантажем ці рухи є стаціонарними. 
За відсутністю сил опору вантаж на таких рухах обертається синхронно з 
ротором. 
Поява скільки завгодно малих сил в’язкого опору докорінним чином змі-
нює усталені режими руху системи. Синхронні режими обертання зникають і 
з’являються режими (однопараметричні сім’ї усталених рухів), на яких вантаж 
відстає від ротора. Отже, по відношенню до сил опору механічна система є не-
грубою [16]. Тому теорії подібних систем (роторів з пасивними автобалансира-
ми), що побудовані без врахування сил опору, не відображають реальних влас-
тивостей таких систем і не можуть бути використані для потреб практики. 
В важливих з точки зору практики випадках, зокрема, коли малі сили зов-
нішнього і внутрішнього опору, маса вантажу набагато менша маси ротора то-
що  , 1 b , існують три характерні швидкості обертання ротора 1 2 3, , .n n n  
При цьому всі вони зарезонансні  1 2 31  n n n  і на швидкостях обертання 
ротора: 
– менших 1n   10 , n n  існує єдина частота застрягання вантажу 1, при-
чому 0<1<1; 
– що перевищують 1,n  але менші за 2n   1 2 , n n n  існують три частоти 
застрягання вантажу 1,2,3, такі, що 0<1<1<2<3<n; 
– що перевищують 2 ,n  але менші за 3n   2 3 , n n n  існують три частоти 
застрягання вантажу 1,2,3, такі, що 1<1<2<<3<n; 
– що перевищують 3n   3 ,n n  існує єдина частота застрягання вантажу 3, 
така, що 1<<3<n. 
Характерні швидкості обертання ротора 1 3,n n  є точками біфуркацій рухів. 
При переході швидкістю обертання ротора цих швидкостей режими застряган-
ня можуть набувати чи втрачати стійкість. 
З застосуванням першого методу Ляпунова встановлено, що другий режим 
застрягання вантажу завжди нестійкий, а перший і третій режими можуть бути 
стійкими (в областях власного існування). 
Проведений обчислювальний експеримент для випадку, коли , 1 b  по-
казує, що: 
– в діапазоні кутових швидкостей обертання ротора (0, n1) режим застря-
гання 1 глобально асимптотично стійкий; 
– в діапазоні кутових швидкостей обертання ротора (n1, n3) режими застря-
гання 1, 3 локально асимптотично стійкі, і який режим встановиться залежить 
від початкових умов; 
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– в діапазоні кутових швидкостей обертання ротора (n3, +) режим застря-
гання 3 глобально асимптотично стійкий; 
– режим застрягання 2 нестійкій; 
– інших усталених режимів руху системи не виявлено; 
– для розглядуваної системи можна побудувати повну біфуркаційну діаг-
раму, у який за біфуркаційний параметр обрана швидкість обертання ротора, 
зокрема, її можна подати у вигляді графіків, зображених на рис. 3. 
Проведені дослідження виявили недолік способу збудження резонансних 
коливань вантажем (пасивними автобалансирами). Спосіб не можна використо-
вувати на всьому діапазоні існування і стійкості режиму застрягання 1, через 
зменшення області притягання у цього режиму. Але діапазон від 1 до 6.2 резо-
нансних швидкостей, виявлений для конкретного випадку є достатньо великим 
для практичного використання.  
Розв’язана задача може розглядатися як модельна. В ній знайдені всі мож-
ливі усталені рухи системи і досліджена їх стійкість. Показано, що для практи-
ки важлива не тільки стійкість (за Ляпуновим) певного режиму руху, але і об-
ласть притягання цього режиму, якщо стійких режимів декілька. Недоліком ро-
боти є те, що аналітичні дослідження проведені з різною глибиною. 
В подальшому планується дослідити усталені режими руху двохмасових і 
трьохмасових резонансних вібромашин з віброзбудником у вигляді маятника, 
кулі чи ролика. 
 
7. Висновки 
Аналітично досліджені усталені режими руху системи, складеної зі зрівно-
важеного ротора на ізотропних пружно-в’язких опорах, і вантажу (кулі, ролика, 
маятника), встановленого усередині ротора з можливістю відносного руху. При 
цьому маятник вільно насаджений на вал ротора, а куля чи ролик котяться без 
ковзання по кільцевій доріжці з центром на подовжній осі ротора. 
1. Знайдено всі усталені режими руху системи, в яких вантаж обертається з 
постійною кутовою швидкістю. В системі координат, що синхронно обертаєть-
ся з вантажем, ці рухи стаціонарні, і: 
– за відсутністю сил опору в системі вантаж синхронно обертається з ротором; 
– за наявністю сил опору в системі вантаж відстає від ротора. 
Режими застрягання вантажу є однопараметричними сім’ями усталених рухів. 
Кожен режим застрягання характеризується відповідною частотою застрягання. 
В залежності від параметрів системи і швидкості обертання ротора можуть 
існувати одна чи три можливі швидкості застрягання вантажу.  
2. Якщо на будь-якій швидкості обертання ротора існує тільки одна кутова 
швидкість застрягання вантажу, то відповідний режим руху (однопараметрична 
сім’я) глобально асимптотично стійкий. Якщо кількість швидкостей застягання 
змінюється в залежності від кутової швидкості обертання ротора, то асимпто-
тично стійкими є: 
– єдиний існуючий режим застрягання (глобально стійкий, коли інших немає); 
– режими застрягання з найменшою і найбільшою швидкостями. 
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3. Режим застрягання вантажу з найменшою кутовою швидкістю (близька 
до резонансної) можна використовувати для збудження резонансних коливань в 
вібраційних машинах. Найбільша частота застрягання вантажу близька до шви-
дкості обертання ротора. Цей режим можна використовувати для збудження 
нерезонансних коливань в вібраційних машинах. 
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